Courbes d’équations cartésiennes polyk}niales de degré 2 en 7%, y. X 
Déterminer la nature de la conique C dont l’équation est donnée ci-dessous dans un repère orthonor- 
mal R = (O, ?, j) de R2. Déterminer le cas échéant l’axe focal, l'excentricité, le(s) foyer(s) et le(s) 
directrice(s) associées. 
a) 2 +y +2ry-r+y-1=0; b)z?+y2-ry=9; c)(2r+3y) +4r+6y—5—0; 
d) (27 +3y)?+47+5y-5=0; e)ry+3r+5y-4=0; f) 4724+10V27y-y2+ r+ By 1 = 0. 
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Discuter suivant les valeurs du paramètre réel m la nature de la courbe Cy 
dont une équation, dans un repère orthonormal (O, à, j ) est 


y? + ma? +(m+1)r- 7 =0 


Solution : 


fucon0024] Dany-Jack Mercier 


Fractale TCE 1992, 15p279 
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E désigne l’ellipse d’équation + Fe = 1 dans un repère orthonormal 
(Oo, 4,3) . Un cercle C' coupe E en 4 points distincts M1, Mo, M3, Ma 
. On note (a cos6;,bsin 6;) les coordonnées de M; pour 1 < i < 4. Démon- 
trer que 01 + 02 + 03 + 84 = 0 (2x). 
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Serfati IV,5.30 p171 
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fucon0026] Dany-Jack Mercier 
réf. Fractale TCE 1992, 19p278 
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Construction d’une ellipse inscrite dans un rectangle. 


Soient LMNR un rectangle de centre O, À le milieu de [MN], B celui 
de (EMle se D celui de [AN]. On trace les points E € [OA] et F € [MA] 
tels que SE = = ME. Montrer que le point G d’intersection des droites (BF) 
et (DE) appartient à l’ellipse inscrite dans le rectangle LMNR. 


Solution : 


fucon0029] Dany-Jack Mercier 
cf. article ” Peut-on commencer par les statistiques ?” de R. Arnaud, Repère n°6 de 


janvier 1992. 
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Construction d’une ellipse inscrite dans un rectangle. 

On considère l’ellipse d’équation & + E = 1 dans un repère orthonormal 
R du plan. Soient © (0,0), À (a, 0), B (0,6) et T'(a,b). La perpendiculaire 
à (AB) passant par T coupe les droites (OA) et (OB) respectivement en U 
et V. Montrer que le cercle C (resp. C’) de centre U (resp. V) et de rayon 
UA (resp. VB) est à l’intérieur (resp. à l'extérieur) de l’ellipse et tangent 
en À (resp. B) à cette ellipse. 


Solution : 
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Quelle est la nature de la courbe représentée par l'équation suivante dans 
un repère orthonormal : 


(z— z0)° + (y — yo)? — e?(xcosa + ysina-— p)° = 0 


Solution : 


# 
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Section d’un cylindre. 
a) Soit r un réel strictement positif. On considère le cylindre de révolution C d’équation x? + y? = r? 
dans le repère orthonormal (o, ps Te F) et l’on se donne un plan P? passant par © et faisant un 


angle de mesure @ (différent de 7) modulo avec le plan de coordonnées (o, re 7). Montrer que 
l'intersection C'N P4 est une ellipse et déterminer la longueur de son demi-grand axe. 

b) Application : Un tronc d’arbre ayant la forme d’un cylindre de révolution est posé horizontalement 
sur le sol. On pratique deux découpes verticales du tronc suivant des plans perpendiculaires entre 
eux mais non parallèles à l’axe du tronc. Le segment le plus long de la première découpe mesure 60 
cm et celui de la deuxième découpe 80 cm. Quel est le diamètre du tronc ? 


c) Peut-on retrouver le résultat de la question b) sans utiliser la question a) ? (Ind. : penser aux 
relations métriques dans le triangle rectangle) 


Solution : 


[ucon0032] v1.02 Dany-Jack Mercier (Le b) a été posé par une PE1 sous forme de devinette). 


Sections d’un cylindre : 
a) Soit r un réel strictement positif. On considère le cylindre de révolution 
, : + :..2 2 FA £ A 
C d’équation x + y“ = r“ dans le repère orthonormal (o, 4,3, k}])et / É > ) 
Ur —lon note P,{e)plan passant par © faisant un angle de mesure #{modulo x | 
) avec le plan (o, i, 9 à Montrer que l'intersection C N PQ est une ellipse 
et déterminer la longueur de son demi-grand axe. 
b) Application : Un tronc d’arbre ayant la forme d’un cylindre de révolution 
est posé horizontalement sur le sol. On pratique deux découpes verticales 
du tronc suivant des plans perpendiculaires entre eux mais non parallèles à 
l’axe du tronc. Le segment le plus long de la première découpe mesure 60 
cm et celui de la deuxième découpe 80 cm. Quel est le diamètre du tronc ? 
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Le b) a été posé par une PEL sous forme de devinette. 
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Triangle inscrit dans une hyperbole équilatère. 


Le plan affine euclidien est rapporté au repère orthonormal direct (o, #4, ) Soit ABC un triangle 
inscrit dans l’hyperbole équilatère H d’équation xy = k avec k > 0. On note DA la hauteur issue de 
A du triangle ABC, et a, b, c les abscisses respectives des points À, B et C. 


1) Quelles sont les coordonnées des points d’intersection de DA et de l’hyperbole H ? En déduire 
que l’orthocentre D du triangle ABC appartient à l’hyperbole. 

2) Montrer que D = À si, et seulement si, la droite DA est tangente à l’hyperbole. 

3) Montrer que, de façon générale, deux hyperboles passant par 4 points distincts À, B, C', D et 
admettant la même tangente en À sont égales. On admettra le résultat similaire suivant : ”deux 
hyperboles passant par 3 points distincts À, B, C et admettant la même tangente en deux de ces 
points sont égales”. 

4) Montrer que si deux hyperboles équilatères distinctes se coupent en 4 points distincts, alors chacun 
de ces points est l’orthocentre du triangle formé par les trois autres points. 

5) On suppose ici que les deux hyperboles équilatères distinctes # et #! sont tangentes en un point À 
et se coupent en deux autres points distincts B et C. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en 
A, et que la hauteur D1 issue de À du triangle ABC est une tangente commune aux deux hyperboles. 
6) Le cercle S circonscrit au triangle ABC admet l'équation x? + y? — 2rx — 2sy + t — 0. Exprimer 
l’abscisse du quatrième point d’intersection de S et # en fonctions de a, b, c. En déduire que le 
cercle passe par le symétrique D’ de l’orthocentre D du triangle ABC par rapport à l’origine ©. 

7) On suppose ici que le triangle ABC est équilatéral et inscrit dans l’hyperbole équilatère H. Montrer 


que le centre ( du cercle circonscrit au triangle ABC appartient à #, puis que le symétrique { de 
A par rapport à © appartient à la fois au cercle circonscrit à ABC et à H. 


Solution : 


Autres questions : voir manuscript AG42. 


3) Supposons que les hyperboles # et H' passent par les 4 points A (x41,ÿY4), B(xs,yB), C(xc,yc), 
D (xp, yp) et admettent la même tangente en À. On peut toujours se placer dans un repère dont les 
axes sont les asymptotes de #,.et noter 


P(x,y) = ax? + by? + cry + dx + ey + f = 0 


l’équation de #/ dans ce repère. Les points de HN H! sont caractérisés par 


k 
Y=Z 
{ Q(x) = 2?P (x, Ë) = art + dr + (kc+ f)x? + kex + k?b = 0 
Le polynôme Q (x) = x?P Ce, £) admet 4 racines distinctes, à savoir x4, tB, to, tp, La tangente T' 
à H' en À admet l’équation 


OP OP 
pe (ta, vA) (x — xA) + 2, 4:04) — yA) = 0 


[ucon0036] v1.01 Dany-Jack Mercier (cf. IIL.1 et IIL.2 du CAPES ext. 1997, 2ème comp., AG42 avec des modifi- 
cations mineures. [1.1.1 = 1), 1I1.1.2 = 2), HIL.1.3 = 4), HI.1.4 = 5), IIL.2.1 et HIL.2.2 = 6.b). 





Test aussi par hypothèse la tangente à H en À, donc admet aussi l'équation 


k . 
y—yA=-— (x —-zA) soit 7 (x —zxa) +y — ya =0 
On aura donc 


OP 


LE (tA, yA) ge (xA,yA) k OP 
LE” ® = GA) — 27, (64:44) = 0 
À 


1 





TA 


cramar(us) + ( (02-82 (2) 


OP k OP 
f = 2 rm ee = 0 
Q'(cA) = 2x4 P (zA, yA) + z4 (£ (xA,yA) 2 & (zarva)) 


Dérivons Q (x) : 


soit 


Le polynôme Q (x) est ainsi de degré au plus 4 et admet quatre racines distinctes dont une, TA, 
multiple. C’est impossible sauf si c’est le polynôme nul. On peut d’ailleurs le vérifier en écrivant 


Q(x)=c(x-xa)(x-zxp)(r-rc)(x-zp) cEeR 
et 
Q'(xa) = c(xa —xB)(xA —xc)(xa — xp) = 0 
qui entraîne c = 0 donc Q = 0. On déduit 
a=d=kc+f=ke=kKk?b=0 


soit H!' : exy — kc = 0. L’hyperbole H' admet donc la même équation xy = k que H, et H — H'. 
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Intersection d’un cercle et d’une ellipse. 
Soit € une ellipse de foyers F et F', et de sommets À et A! sur l’axe focal, avec AF < AF'. Montrer 
que le cercle C(F,r) coupe l’ellipse € si et seulement sia—c<r<a+c 
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| da CD FA/= AD EL > EM’ #0 Pr ep AC er La Pr) cf ospnale 
de Ft / our CE) . Donc La para bite adm bien une darognt Li 


Dis] 


MAR = En ace Ca 
—> ” 
M >o CE MH er, ee ee 


,70./Eû LA desde Ce ARE 











0, 
Bet dépendent de E, par exemple. 
Ga a En œ An! ve + A A GULE) où ne (1) 


CF Hy'ce) La ra, 2, @( À G 
>: ÊCŒE) © = CO,) (2) 


Ga a LreQité en dtie ces 2 eh, déni. de L re om an nuls aeur nèc 
prand &=ft oedamdz dE, QCE)>0o et A, 


S,rsels pit de (EP) 
PUA C4) enŸY nm ru Le , 


CE : ER 4 FE me 
où C AT NGE): à 1 Li +R, O4 6" = Rd + n, 5, 0° 
l — 

D'autre pad, Uhzta D nlsr a dé 


7? 
EM)’ > Fe. 
CEMDCES = Chr gl — Keira 


hoveeus enhurns ant peÿ-adh . de (EM) (E aux di (rep. (- à >). Cen 
put : | a 


7 La Fangente en H & Pipe du Pons (EE) et La bioxctris de Lu nyle 
ex Féiour au Wuanat HEART 


Er) 


> ze Ca 


Un fu) analogue à cVui du L) Lonrnncu)-@ néu0tat : 


{a Carole en M à L' opte de Rraeutr, h jen Ésçle a hèscdice 
intéveu cl Burarete HET 
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C''ert-uma coude de IR23 d'Equaltos pamstuqueo : 
Juremer aeR} Cer per C 


OM = unit ram + LR 
Gr imaque que, Mi m diocqne Le pr pee vb. 
de FH am (O2 5 , 27 CH) @ eue de CO 2,3) 
de æenlu © ele actuyon a, w = —-antnrE € + x oh P 
env & œectr.dû. de Ce Fanaendz a m &(T). 

Pan put : cH'= ei LÉ 

dm & = projaction Afogmal au B plan de (€) du vecu 0H”. 








NB: : paske L'Qi ie = défamce ame paint Ë NB : 
concu} qui 20 house on Lx name veltcaQe , Ca x 6 
Pnau | ae ae À, LES LA TNT WMEUCH) 


à Anar - æ min LC’ 


mle Ouan, La. «os de MLE) mea vaue d|5=ber PT] pre de PAR) 


